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ΘΕΜΑ 1.

(1) Θεωρούµε τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

. Να αποδείξετε ότι το |−→α ×
−→
β | εκφράζει το

εµβαδό του παραλληλογράµµου µε πλευρές τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β . Στη συνέχεια, να απο-

δείξετε ότι ο όγκος του παραλληλεπιπέδου µε ακµές τα διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ είναι ίσος µε

|
(−→α ,−→β ,−→γ ) |. Κάνοντας εφαρµογή των παραπάνω, να υπολογίσετε τον όγκο του παραλ-

ληλεπιπέδου µε ακµές τα διανύσµατα
−→α = (0, 2, 3) ,

−→
β = (0, 2, 1) ,−→γ = (1,−1, 2).

(0.7 µονάδες)

(2) Θεωρούµε µοναδιαία διανύσµατα
−→α ,
−→
β ,−→γ ∈ R3

, για τα οποία γνωρίζουµε ότι το διάνυσµα

−→α είναι κάθετο µε τα διανύσµατα
−→
β ,−→γ . Να υπολογιστεί η παράσταση:((((−→α ×−→β )×−→β )×−→β )×−→β ) · −→γ

(0.5 µονάδες)

(3) ΄Εστω τυχόν τρίγωνο ABΓ και ϑεωρούµε τις διαµέσους AM1 και BM2 αυτού. Αν M το

σηµείο τοµής των διαµέσων AM1 και BM2, να αποδείξετε διανυσµατικά ότι :

−−→
AM =

2

3

−−−→
AM1 και

−−→
BM =

2

3

−−−→
BM2.

(0.8 µονάδες)

ΘΕΜΑ 2.

∆ίνονται τα σηµεία A(1,−1, 2), B(2, 2, 2),Γ(0, 1,−3),∆(1, 1, λ) ∈ R3
, όπου λ ∈ R.

(1) Να προσδιοριστεί η τιµή της παραµέτρου λ ∈ R έτσι ώστε τα σηµεία A,B,Γ,∆ να είναι

συνεπίπεδα. Στη συνέχεια να προσδιορίσετε ένα κάθετο και ένα παράλληλο διάνυσµα στο

επίπεδο που ορίζουν τα σηµεία A,B,Γ,∆.

(0.8 µονάδες)

(2) Να προσδιοριστούν οι εξισώσεις της διχοτόµου της γωνίας Γ∆̂A.

(0.7 µονάδες)

(3) ΄Εστω Π το τετράπλευρο ABΓ∆ και έστω ϕ(Π) το τετράπλευρο A′B′Γ′∆′
όπου A′, B′,Γ′,∆′,

οι εικόνες των A,B,Γ,∆, µέσω ενός ορθογώνιου γεωµετρικού µετασχηµατισµού ϕ. Να

υπολογιστεί το εµβαδό του τετραπλεύρου ϕ(Π).

(1 µονάδα)

ΘΕΜΑ 3.

(1) Στο επίπεδο Oxy ϑεωρούµε την έλλειψη µε κέντρο το (0, 0), της οποίας η απόσταση των

εστιών της είναι ίση µε 4. Θεωρούµε την ευθεία 2x + 3y + 9 = 0, η οποία εφάπτεται της

έλλειψης σε σηµείο M(x1, y1) αυτής. Να προσδιορίσετε την εξίσωση της έλλειψης και να

σχεδιάσετε το γράφηµά της.

(1 µονάδα)

(2) Να αποδειχθεί ότι η εφαπτοµένη µιας υπερβολής σε τυχόν σηµείο αυτής, διχοτοµεί τη γωνία

των εστιακών ακτινών.

(1 µονάδα)
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ΘΕΜΑ 4.

Θεωρούµε τις παρακάτω σφαίρες :

Σ1 : x2 + y2 + z2 − 2x− 4y + 2z − 10 = 0

και

Σ2 : x2 + y2 + z2 − 7y + 6z − 10 = 0.

(1) Να αποδείξετε ότι οι παραπάνω σφαίρες τέµνονται.

(0.5 µονάδες)

(2) Να προσδιορίσετε τον γεωµετρικό τόπο των σηµείων τοµής των σφαιρών Σ1 και Σ2.

(1 µονάδα)

ΘΕΜΑ 5.

(1) Να αναγνωρίσετε το είδος της επιφάνειας του R3
σε κάθε µία από τις παρακάτω εξισώσεις :

α) x2 − y2

2
= 2z. Επιπλέον, να προσδιορίσετε το είδος της παραπάνω επιφάνειας όταν

z = 0.
β) −x2 − y2 + 2y = 0.
γ) x2 − 2y2 + z2 − 4x− 8y = 8.
δ) −x2 − 3z2 + 2x+ y + 18z = 25.

Σε κάθε µία των περιπτώσεων β, γ, δ, να σχεδιάσετε προσεγγιστικά τα γραφήµατα των επι-

ϕανειών.

(1 µονάδα)

(2) Να αναχθεί η τετραγωνική µορφή q : R3 −→ R, που ορίζεται από τη σχέση

q(x, y, z) = 4x2 − 2xz + 3y2 + 4z2, ∀(x, y, z) ∈ R3,

στους κύριους άξονες, τους οποίους και να προσδιορίσετε.

Στη συνέχεια, να προσδιορίσετε το είδος της επιφάνειας που δίνεται από τη σχέση:

4x2 − 2xz + 3y2 + 4z2 − 2
√

2x+ 8
√

2z − 7 = 0.

Προσδιορίζοντας τις συντεταγµένες του κέντρου της παραπάνω επιφάνειας στο ορθοκανονικό

σύστηµα αξόνων Oxyz, να τη σχεδιάσετε προσεγγιστικά.

(1.5 µονάδες)

Καλή επιτυχία !!!


